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Sur les rapprochements par conjugaison en dimension 1 et classe C1
Andre´s Navas
Toute action d’un groupe de´nombrable par home´omorphismes d’une varie´te´ unidimensionnelle
(se´pare´e) est topologiquement conjugue´e a` une action par des home´omorphismes bilipschitziens.
Ce re´sultat a` l’air innocent a e´te´ e´tabli dans [7] via une me´thode probabiliste pour des varie´te´s
compactes, mais une preuve plus simple et ge´ne´rale a e´te´ donne´e par B. Deroin dans [6]. Il est
important de signaler que ceci est loin d’eˆtre valable en dimension supe´rieure meˆme pour des actions
de Z, d’apre`s notamment [14].
Les re´sultats de cette Note sont inspire´s (entre autres) par le fait ci-dessus ainsi que par les
questions suivantes :
– Sous quelles conditions une action donne´e peut-elle eˆtre conjugue´e en une action dont les ge´ne´ra-
teurs deviennent aussi (Lipschitz ou C1) proches de translations que l’on veut ?
– Dans le cas ou` de telles conjugaisons existent, peut-on les relier par un chemin continu de con-
jugue´s ?
Voici un premier re´sultat dans le contexte lipschitzien qui nous sert de motivation pour la suite.
Pour simplifier, nous de´signe´rons par X soit le cercle soit l’intervalle ferme´, et par la suite nous ne
conside´rerons que des home´omorphismes de X qui respectent l’orientation.
The´ore`me A. Si Γ est un groupe de type fini et a` croissance sous-exponentielle d’home´omorphismes
de X, alors pour tout ε > 0 il existe des conjugue´s topologiques de Γ pour lesquels les ge´ne´rateurs
(et leurs inverses) sont des home´omorphismes lipschitziens a` des contantes de Lipschitz ≤ eε.
Dans le cadre des diffe´omorphismes de classe C1, nous ne savons pas traiter en ge´ne´ral les
actions de groupes a` croissance sous-exponentielle. Cependant, nous pouvons donner une re´ponse
affirmative a` nos questions pour les groupes nilpotents. Signalons d’une part que des constructions
diffe´rentes d’actions de groupes (sans torsion et) nilpotents par diffe´omorphismes de classe C1 de
l’intervalle (ainsi que des re´sultats de rigidite´ en classe C1+τ ) sont donne´es dans [5, 10, 17, 18].
D’autre part, un exemple d’un groupe de diffe´omorphismes a` croissance sous-exponentielle et non
virtuellement nilpotent est donne´ dans [20].
The´ore`me B. Si Γ est un groupe nilpotent et de type fini de diffe´omorphismes de classe C1 de
X, alors pour tout ε > 0 il existe des conjugue´s topologiques de Γ pour lesquels les ge´ne´rateurs (et
leurs inverses) sont encore des diffe´omorphismes de classe C1 de X mais a` de´rive´e ≤ eε partout.
Rappelons que pour une action sur X, l’orbite d’une paire de points x < y est dite de type
ressort s’il existe des e´le´ments f, g tels que
x < f(x) < f(y) < g(x) < g(y) < y. (1)
L’existence de telles orbites est une obstruction pour rapprocher (au sens de Lipschitz) des actions
par des translations. En effet, les relations (1) sont stables par conjugaison topologique, et elles
entraˆınent e´videmment que l’un des e´le´ments doit contracter d’un facteur < 1/2 une partie de
l’intervalle correspondant. Encore plus, ces orbites donnent lieu a` de l’entropie positive pour l’action
1
2[12]. D’un cote´ alge´brique, les orbites de type ressort entraˆınent l’existence de semigroupes libres
(par une application directe du lemme du ping-pong de Klein dans sa version positive), donc une
croissance exponentielle pour le groupe. Ceci rend naturelle la question suivante :
Question. L’absence d’orbites de type ressort pour une action par diffe´omorphismes de classe C1
entraˆıne-t-elle l’existence de conjugaisons topologiques de telle sorte que les ge´ne´rateurs deviennent
aussi Lipschitz (C1 ?) proches de translations que l’on veut ?
Cette question se pose plus naturellement dans le contexte des pseudo-groupes d’home´omorphis-
mes (donc, pour des feuilletages de codimension 1). Dans ce cadre, une re´ponse par l’affirmatif
donnerait une preuve alternative du re´sultat de [16] qui e´tablit la nullite´ de l’entropie ge´ome´trique
[12] de tout feuilletage de codimension 1, transversalement C1 et sans feuille ressort. Signalons en
passant qu’il existe des actions lipschitziennes a` entropie positive et sans orbite ressort [12], mais
ces actions ne sont pas C1 lissables [4].
Pour conclure, nous conside´rons une version ame´liore´e du The´ore`me B, ou` les conjugue´s forment
un chemin continu pour la topologie C1. Ceci est e´troitement lie´ a` des proble`mes de de´formation
de feuilletages de codimension 1 (voir [9]).1 Dans cet esprit, dans [8], H. Eynard s’inte´resse
aux re´pre´sentations de Zd dans Diff+([0, 1]) et de´montre la C
1-connexite´ par arcs de l’espace des
re´pre´sentations par diffe´omorphismes de classe C2 (voir la pre´publication re´cente [1] pour la con-
nexite´ par arcs en classe C∞). Le the´ore`me plus bas e´tend ce re´sultat en ce qui concerne le groupe
qui agit, la re´gularite´ des diffe´omorphismes concerne´s et la varie´te´ unidimensionnelle sous-jacente.
The´ore`me C. L’espace des actions de tout groupe nilpotent de type fini par diffe´omorphismes
de classe C1 de l’intervalle ferme´ est connexe par arcs. Ceci reste valable pour le cas du cercle
pour des actions de Zd ; plus ge´ne´ralement, toute action d’un groupe nilpotent de type fini par
diffe´omorphismes de classe C1 du cercle est dans la composante connexe d’une action qui transite
par un morphisme vers un groupe fini de rotations.
Au dela` des groupes nilpotents, nous ne connaissons pas d’autres groupes moyennables pours
lesquels ce the´ore`me reste valable. Dans cette direction, deux exemples inte´ressants a` traiter pour
commencer ce sont le groupe de Grigorchuk-Mach`ı [20] et le groupe de Baumslag-Solitar BS(1, 2).
Notons cependant que dans la preuve du The´ore`me C, l’arc qui joint deux re´pre´sentations tran-
site par une re´pre´sentation par des translations. Pour joindre une re´pre´sentation donne´e a` une
re´pre´sentation par des translations, nous construisons un chemin explicite forme´ par des conjugue´s
topologiques de la re´pre´sentation originelle. Or, pour le cas du groupe BS(1, 2), les re´sultats de
[4, 13, 22] plus la discussion autour des orbites de type ressort plus haut impliquent que l’action
triviale ne peut eˆtre rapproche´e (en topologie C1) par des conjugue´s topologiques d’aucune action
fide`le par diffe´omorphismes de classe C1.
Bien e´videmment, le the´ore`me est valable aussi pour des actions du groupe libre. En effet,
dans ce contexte, un argument simple de transversalite´ montre que l’espace des actions fide`les est
connexe par arcs. Or, ces chemins ne peuvent pas toujours venir de conjugue´s topologiques des
actions donne´es. Par exemple, une action de type Schottky sur le cercle ne peut jamais rapprocher
–meˆme continuˆment– aucune action par des rotations via des conjugaisons topologiques.
Pour conclure cette Introduction, signalons qu’e´tant donne´e la me´thode de de´monstration du
The´ore`me C de´crite plus haut, nous n’obtenons aucune information de connexite´ locale par arcs
pour l’espace de re´pre´sentations. Ce proble`me reste largement ouvert.
1Une autre motivation vient d’une vieille question de H. Rosenberg a` propos de l’existence d’actions structurelle-
ment stables de Z2 par diffe´omorphismes du cercle. A` notre connaissance, cette question reste encore ouverte.
3I. Sur les actions de groupes a` croissance sous-exponentielle. Pour la preuve du The´ore`me
A, nous suivons la me´thode de [6]. Fixons λ := e−ε < 1. Puisque Γ a une croissance sous-
exponentielle, e´tant fixe´ un syste`me fini de ge´ne´rateurs G, il existe C = Cε,G tel que le cardinal de
la boule B(n) de rayon n correspondante est ≤ C([λ + 1]/2λ)n. Conside´rons la mesure µ sur X
de´finie par
µ :=
∑
f∈Γ
λℓ(f)f∗(Leb),
ou` ℓ(f) de´signe la longueur de l’e´le´ment f par rapport au syste`me de ge´ne´rateurs choisi et Leb
de´signe la mesure de Lebesgue sur X. Nous affirmons que µ a une masse totale finie. En effet, si
l’on de´signe par S(n) la sphe`re de rayon n dans Γ, alors
µ(X) =
∑
n≥0
λn
∣∣S(n)∣∣ ≤∑
n≥0
λn
∣∣B(n)∣∣ ≤ C∑
n≥0
(
λ+ 1
2
)n
=
2C
1− λ
<∞.
De plus, puisque pour tout ge´ne´rateur g et tout f ∈ Γ l’ine´galite´
∣∣ℓ(gf) − ℓ(f)∣∣ ≤ 1 a lieu, nous
avons
g∗(µ) =
∑
f∈Γ
λℓ(f)(gf)∗(Leb) ≤
1
λ
∑
f∈Γ
λℓ(gf)(gf)∗(Leb) =
µ
λ
. (2)
La mesure µ est de masse finie, a` support totale et sans atoˆme. Elle est donc e´quivalente par
conjugaison topologique a` la mesure de Lebesgue a` un facteur pre`s. Apre`s un changement de
coordone´es envoyant µµ(X) sur Leb, la relation (2) devient, pour tout intervalle I ⊂ X,
|g−1(I)| = g∗(Leb)(I) ≤
Leb(I)
λ
=
|I|
λ
.
Ceci entraˆıne que dans ces nouvelles coordonne´es, g−1 est lipschitzien de constante ≤ 1/λ.
Remarque. Nous ignorons si dans le cas d’une action par home´omorphismes lipschitziens, le
conjugant (i.e. le changement de coordonne´es) ci-dessus peut toujours eˆtre pris lipschitzien (voir
[24] pour un re´sultat qui, d’apre`s le §II. plus bas, pointe dans une direction plutoˆt ne´gative). En ce
qui concerne les The´ore`mes B et C, la ne´cessite´ de conside´rer des conjugaisons topologiques vient
des points fixes hyperboliques, dont on ne peut pas se de´barrasser par des conjugaisons lisses.
II. Des rapprochements par des conjugaisons lisses via des e´quations cohomologiques.
Un diffe´omorphisme f du cercle (resp. de l’intervalle) est C1-proche de la rotation d’angle ρ(f)
(resp. de l’identite´) si et seulement si sa de´rive´e Df est partout proche de 1. Donc, pour obtenir
des rapprochements via des conjugaisons par diffe´omorphismes soit a` une rotation soit a` l’identite´,
nous devons chercher ϕ de telle sorte que∣∣ logD(ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)∣∣ = ∣∣ log(Dϕ) ◦ (f ◦ ϕ−1) + log(Df) ◦ (ϕ−1)− log(Dϕ) ◦ (ϕ−1)∣∣
soit partout petit. En d’autres termes, nous devons chercher des solutions raproche´es u = log(Dϕ)
de l’e´quation cohomologique
u− u ◦ f = log(Df). (3)
Il se trouve que d’apre`s [21], ces solutions raproche´es existent non seulement pour un diffe´omorphisme
mais aussi pour des groupes presque nilpotents pourvu que certains exposants de Lyapunov associe´s
soient tous nuls.2 Dans notre contexte, cela apparaˆıt explicitement dans le cas (ii) du lemme ci-
dessous.
2Pour le cas d’une seule application, ceci re´sulte d’une application directe du the´ore`me de Hahn-Banach lorsque
la moyenne de log(Df) est nulle par rapport a` toute probabilite´ invariante.
4Lemme (d’existence de solutions rapproche´es). Soit Γ un sous-groupe presque nilpotent et
de type fini de Diff1+(X) engendre´ par une partie finie G. Alors :
(i) soit Γ admet des orbites finies,
(ii) soit Γ n’admet pas de telles orbites mais il est topologiquement semi-conjugue´ a` un groupe de
rotations. De plus, pour tout ε > 0 il existe une fonction continue u telle que pour tout f ∈ G
l’ine´galite´ |u− u ◦ f − log(Df)| ≤ ε est partout satisfaite.
Preuve. Pour des actions sur l’intervalle, on est bien suˆr toujours dans le cas (i). Pour des actions
sur le cercle, la dichotomie entre (i) et (ii) s’applique plus ge´ne´ralement aux actions de groupes
moyennables : voir [19, Lemma 4.1.2]. Passons maintenant a` l’existence de solutions rapproche´es
de l’e´quation cohomologique dans le cas (ii). Pour cela, notons qu’une application directe de [21,
The´ore`me 1] au cocycle f 7→ log(Df) montre que pour assurer l’existence de ces solutions, nous
devons montrer que pour tout e´le´ment g ∈ Γ et toute mesure de probabilite´ µ invariante par Γ,
nous avons ∫
X
logDg(x)dµ(x) = 0.
Nous affirmons que ceci est toujours valable dans le cas (ii). En effet, si g a un nombre de rota-
tion irrationnel, alors la moyenne du logarithme de sa de´rive´e par rapport a` l’unique mesure de
probabilite´ invariante est nulle (voir [15, Proposition I.I, Chapitre VI]). Pour le cas de nombre de
rotation rationnel, notons d’abord que puisque Γ est semi-conjugue´ a` un groupe infini de rotations,
il existe une unique mesure de probabilite´ sur S1 qui est supporte´e sur l’unique ensemble non vide
compact invariant et minimal de l’action (cet ensemble K soit il co¨ıncide avec tout le cercle, soit
il est home´omorphe a` l’ensemble de Cantor). De plus, tout e´le´ment ayant des points fixes doit
fixer chaque point de K. En particulier, si g ∈ Γ a un nombre de rotation rationnel, alors pour
un certain N ≥ 1 on a que gN fixe tous les points de K. Par suite, la de´rive´e de gN est e´gale a` 1
partout sur K = supp(µ), donc
0 =
∫
S1
logDgN (x)dµ(x) =
N−1∑
i=0
∫
S1
logDg(gi(x))dµ(x) = N
∫
S1
logDg(x)dµ(x).
Par conse´quent,
∫
S1 logDg(x)dµ(x) = 0, tel que nous le voulions. 
A` l’aide du lemme pre´ce´dent, nous pouvons traiter le proble`me du rapprochement par conju-
gaison dans le cas (ii) plus haut (l’autre cas sera traite´ plus tard). Pour chaque n ≥ 1 et chaque
s ∈ [0, 1], posons
vn+s := (1− s)un + sun+1 + Cn+s,
ou` un est une fonction partout ve´rifiant
∣∣un − un ◦ f − log(Df)∣∣ ≤ 1
n
pour tout f ∈ G et Cn+s est l’unique constante qui satisfait∫
X
exp
(
(1− s)un + sun+1
)
= exp(−Cn+s).
On ve´rifie alors que x→
∫ x
0 exp(vn+s) de´finit un diffe´omorphisme ϕn+s de X qui varie continuˆment
par rapport au parameˆtre. De plus, ϕ1 = Id, et en renversant les calculs pre´ce´dents, on constante
aise´ment que
∣∣ logD(ϕn+s◦f ◦ϕ−1n+s)∣∣ converge uniforme´ment vers ze´ro lorsque n tends vers l’infini
pour tout f ∈ G, tel qu’on le souhaitait.
5Nous venons donc de montrer que toute action ve´rifiant la condition (ii) contient une re´pre´senta-
tion (non ne´cessairement fide`le !) par des rotations dans son adhe´rence par conjugaisons C1. De
plus, cette re´pre´sentation est aboutie par un chemin continu de conjugue´s. Il nous reste donc a`
joindre deux re´pre´sentations quelconques par des rotations. Or, pour le cas des actions de Zd, cela
se fait tout simple´ment en faisant bouger les angles associe´s aux ge´ne´rateurs. Pour le cas d’un
groupe nilpotent quelconque, les angles associe´s aux ge´ne´rateurs d’ordre infini peuvent encore eˆtre
rame´ne´s a` ze´ro de manie`re continue, ce qui montre que la repre´sentation est dans la composante
connexe d’une action qui transite par un morphisme vers un groupe fini de rotations. Ceci e´tablit
donc les The´ore`mes B et C dans le cas (ii).
Remarque. Les calculs pre´ce´dents ne peuvent pas eˆtre renverse´s de fac¸on a` montrer par exemple
que toute action libre par diffe´omorphismes du cercle est contenue dans l’adhe´rence par conjugaisons
de la re´pre´sentation par des rotations correspondante. En effet, celui-ci est un proble`me qui ne se
mode`le pas par des e´quations cohomologiques. D’ailleurs, nous ignorons si cela est toujours vrai.
Signalons cependant que c’est le cas pour des actions de Z, d’apre`s un re´sultat re´cent de C. Bonatti
et N. Guelman [2]. Pour le cas de l’intervalle, un re´sultat analogue a e´te´ aussi re´cemment prouve´
par E´. Farinelli [11].
III. A` propos des solutions rapproche´es. La preuve pre´ce´dente est un peu obscure car elle
fait appel a` [21]. Pour la commodite´ du lecteur, nous rendons explicite l’argument pour Γ ∼ Zd, ce
qui nous permettra de mieux expliquer notre me´thode dans le cas des orbites finies. De plus, pour
la commodite´ du lecteur, une nouvelle preuve (d’une version plus ge´ne´rale mais sous une hypothe`se
le´ge`rement plus forte) du re´sultat de [21] sera donne´e plus bas.
Pour chaque n ≥ 1, on conside`re la boule positive B+(n) de rayon n dans Z
d par rapport au
syste`me canonique des ge´ne´rateurs G := {f1, . . . , fd}, c’est-a`-dire l’ensemble
B+(n) := {f
k1
1 · · · f
kd
d : 0 ≤ ki < n, 1 ≤ i ≤ d}.
On pose
un(x) :=
1
|B+(n)|
∑
f∈B+(n)
logDf(x). (4)
Nous avons
un(fi(x)) =
1
|B+(n)|
∑
f∈B+(n)
logDf(fi(x))
=
1
|B+(n)|
∑
f∈B+(n)
[logD(f ◦ fi)(x)− logDfi(x)]
= − logDfi(x) +
1
|B+(n)|
∑
f∈B+(n)fi
logDf(x),
ou` B+(n)fi := {gfi : g ∈ B+(n)}. Donc, la valeur de l’expression
∣∣un(x)− un(fi(x))− logDfi(x)∣∣ (5)
est infe´rieure ou e´gale a`
61
nd
∣∣∣∣∣∣
∑
f∈B+(n)
logDf(x)−
∑
f∈B+(n)fi
logDf(x)
∣∣∣∣∣∣
=
1
nd
∣∣∣∣∣∣
∑
0≤mj<n,j 6=i
[
logD(fm11 · · · f
0
i · · · f
md
d )(x)− logD(f
m1
1 · · · f
n
i · · · f
md
d )(x)
]
∣∣∣∣∣∣
=
1
nd
∣∣∣∣∣∣
∑
0≤mj<n,j 6=i
− logD(fni )(f
m1
1 · · · f
mi−1
i−1 f
mi+1
i+1 · · · f
md
d (x))
∣∣∣∣∣∣
=
1
nd
∣∣∣∣∣∣
∑
0≤mj<n
− logDfi(f
m1
1 · · · f
mi
i · · · f
md
d (x))
∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣
∫
X
logDfi(y) dµn,x(y)
∣∣∣∣ ,
ou` µn,x de´signe la mesure de probabilite´
1
|B+(n)|
∑
f∈B+(n)
δf(x)
(notons que la commutativite´ –en non la simple moyennabilite´– a e´te´ utilise´e pour obtenir les
deuxie`me et troisie`me e´galite´s plus haut). Or, si µ est un point d’accumulation d’une suite de
mesures µn,xn, alors µ est invariante par l’action de Γ, et l’inte´grale en conside´ration pour xn := x
converge vers
∫
X log(Dfi) dµ. Donc, si ces moyennes sont suppose´s d’eˆtre toutes nulles, alors la
valeur de (5) tend vers ze´ro. En d’autres termes, les fonctions (un) forment une suite explicite de
solutions rapproche´es de notre e´quation cohomologique, ce qui nous permet de conjuguer l’action
donne´e en une action proˆche d’une action par des translations et ainsi conclure la preuve.
L’argument plus haut montre qu’une condition suffisante (at d’ailleurs ne´cessaire) pour l’existen-
ce de solutions rapproche´es pour notre e´quation cohomologique est la nullite´ de l’inte´grale de chaque
fonction log(Dfi) par rapport a` toute mesure de probabilite´ invariante. De plus, ce calcul montre
que si cette condition n’est pas satisfaite mais ces inte´grales sont petites en valeur absolue, alors on
peut trouver des solutions a` des erreurs petits. Ceci est rendu explicite dans le lemme ci-dessous,
qui e´tend [21, The´ore`me 1] sous une hypothe`se le´ge`rement plus forte (dans [21], l’hypothe`se porte
seulement sur les probabilite´s invariantes par Γ). Cependant, cette version sera suffisante pour nos
besoins, et elle a l’avantage d’admettre une preuve relativement simple avec des outils modernes.3
Lemme (d’existence de solutions e´rrone´es). Soit Γ un groupe nilpotent engendre´ par une
partie finie G. Il existe une partie ge´ne´ratrice finie G′ contenant G telle que pour tout ε > 0 il
existe δ > 0 qui satisfait la proprie´te´ suivante : si Φ : Γ → Diff1+(X) est une re´pre´sentation telle
que pour tout f ∈ G′ la valeur absolue de la moyenne de logDΦ(f) par rapport a` toute mesure
de probabilite´ invariante par f est infe´rieure a` δ, alors il existe une fonction continue u partout
satisfaisant l’ine´galite´ |u− u ◦ Φ(f)− logDΦ(f)| ≤ ε pour tout f ∈ G.
La preuve re´sulte d’une application directe de la proposition suivante au cocycle f 7→ logDΦ(f)
au dessus de l’action Φ. (Rappelons qu’un cocycle associe´ a` une action d’un groupe par home´omor-
phismes d’un espace X est une application g 7→ c(g) ∈ C(X) telle que l’e´galite´ c(fg) = c(g)+c(f)◦g
est partout ve´rifie´e pour tout f, g dans le groupe.)
3En suivant la me´thode de [21], on peut montrer l’enonce´ sous l’hypothe`se plus faible ne comportant que les
mesures invariantes par Γ.
7Proposition. Soit Γ un groupe nilpotent engendre´ par une partie finie G et agissant par home´omor-
phismes sur un espace me´trique compact X. Il existe une partie ge´ne´ratrice finie G′ contenant G
telle que pour tout ε > 0 il existe δ > 0 ve´rifiant la proprie´te suivante : si c : Γ → C(X) est un
cocycle associe´ a` cette action satisfaisant
∣∣∫
X c(f)dµ
∣∣ < δ pour tout f ∈ G′ et toute probabilite´ µ
invariante par f , alors il existe u ∈ C(X) telle que l’ine´galite´ |u − u ◦ f − c(f)| ≤ ε est partout
ve´rifie´e pour tout f ∈ G.
Preuve. Tout d’abord, nous affirmons que si c(f) a une moyenne de valeur absolue infe´rieure a` δ
pour toute probabilite´ invariante par f , alors il existe N0 ∈ N tel que pour tout N ≥ N0 et tout
y ∈ X, ∣∣∣∣∣
1
N
N∑
n=0
c(f) ◦ fn(y)
∣∣∣∣∣ < δ. (6)
En effet, l’expression en question n’est autre que
∫
X
c(f)dµy,N , ou` µy,N :=
1
N
N−1∑
n=0
δfn(y).
Puisque la famille µy,N contient des probabilite´s invariantes par f dans son adhe´rence, un argument
simple de de compacite´ permet de conclure que (6) a lieu pour tout N assez large.
Nous utiliserons le fait que les groupes nilpotents satisfont une version forte de la proprie´te´ de
ge´ne´ration borne´e : il existe une partie ge´ne´ratrice finie G′ = {f1, . . . , fℓ} (qui peut eˆtre choisie
contenant G) et une constante M telles que tout e´le´ment f ∈ B(k) ⊂ Γ peut eˆtre e´cris sous la
forme f = fn1i1 · · · f
nm
im
, ou` chaque fij appartient a` G
′ et de plus m ≤ M et |nj| ≤ Mk (voir par
exemple [3, Appendix B]). Dans ce qui suit, nous travaillerons avec la partie ge´ne´ratrice G′, mais
nous la noterons encore par G.
Nous utiliserons aussi le fait que Γ est a` croissance polynomiale, ce qui implique l’existence
d’une constante C > 0 ainsi que d’une suite croissante d’entiers positifs kn telles que∣∣B(kn + 1) \B(kn)∣∣∣∣B(kn)∣∣ ≤
C
kn
,
ou` B(k) de´signe la boule de rayon k dans Γ. En effet, dans le cas contraire, pour tout d ≥ 1 on
aurait pour quelques constantes positives C ′, C ′′, C ′′′ et tout k suffissament large,
∣∣B(k)∣∣ ≥ C ′
k∏
j=1
(
1 +
C ′′
j
)
≥ C ′′′ exp
( k∑
j=1
C ′′′
j
)
≥ C ′′′kd,
ce qui contredit la croissance polynomiale.
Avec ces deux outils, nous pouvouns raisonner comme dans la cas commutatif au de´but du §III,
avec quelques modifications. Posons
un :=
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn)
c(f).
Alors pour tout fi ∈ G nous avons
un ◦ fi − un =
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn)
[
c(f) ◦ fi − c(f)
]
=
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn)
[
c(ffi)− c(fi)− c(f)
]
= −c(hi) +
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn)
[
c(ffi)− c(f)
]
.
8Donc, la valeur de
∣∣un − un ◦ fi − c(fi)∣∣ est borne´e par
1∣∣B(kn)∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
f∈B(kn)
[
c(ffi)− c(f)
]
∣∣∣∣∣∣ ≤
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
∣∣c(f)∣∣
En e´crivant chaque f ∈ B(kn +1) \B(kn) sous la forme f = f
n1
i1
· · · fnmim ci-dessus, cette expression
se transforme en
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
∣∣∣
m∑
j=1
c(f
nj
ij
)◦f
nj+1
ij+1
· · · fnmin
∣∣∣ = 1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
∣∣∣
m∑
j=1
nj−1∑
n=0
c(fij )◦f
n
ij
f
nj+1
ij+1
· · · fnmin
∣∣∣.
Puisque m ≤ M , en notant y := f
nj+1
ij+1
· · · fnmin (x) nous voyons que nous devons traiter des expres-
sions du type
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
∣∣∣
nj−1∑
n=0
c(fij ) ◦ f
n
ij (y)
∣∣∣.
Prenons N0 de telle dorte que (6) ait lieu pour tout N ≥ N0, tout y ∈ X et tout fi ∈ G. Deux cas
peuvent alors se pre´senter. Si nj ≤ N0 alors
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
∣∣∣
nj−1∑
n=0
c(fij )◦f
n
ij
(y)
∣∣∣ ≤ N0∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
max
x∈X
∣∣c(fj)(x)∣∣ ≤ CN0maxx∈X
∣∣c(fj)(x)∣∣
kn
,
qui tend vers ze´ro lorsque n tend vers l’infini. Si nj ≥ N0 alors
1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
∣∣∣
nj−1∑
n=0
c(fij ) ◦ f
n
ij(y)
∣∣∣ < 1∣∣B(kn)∣∣
∑
f∈B(kn+1)\B(kn)
δnj ≤
Cδnj
kn
≤MCδ,
qui est plus petit que ε pour δ assez petit. 
D’apre`s ce qui pre´ce`de, pour conclure la preuve du The´ore`me B dans le cas (i) ou` il existe des
orbites finies pour l’action, notre proble`me consiste a` montrer que par conjugaison topologique on
peut obtenir des conjugue´s C1 dont les moyennes (par rapport a` toutes les probabilite´s invariantes)
du logarithme de la de´rive´e des ge´ne´rateurs sont petites en valeur absolue. Pour ce faire, notons
d’une part qu’il suffit de conside´rer les mesures invariantes ergodiques, c’est-a`-dire celles qui ne
peuvent pas eˆtre exprime´es comme combinaison convexe non triviale de probabilite´s invariantes.
Puisque Γ admet des orbites finies, tout e´le´ment f ∈Γ posse`de des points pe´riodiques. De plus, toute
probabilite´ invariante par f doit eˆtre supporte´e sur ses orbites pe´riodiques, car le comple´mentaire
est forme´ par des points errants. En particulier, toute probabilite´ invariante par f et ergodique
est la moyenne sur une telle orbite. L’inte´grale de log(Df) par rapport a` une telle mesure n’est
autre que la moyenne des logarithmes des de´rive´es le long de l’orbite. Nous avons ainsi re´duit le
proble`me a` prouver le lemme suivant.
Lemme (d’applatissement des points hyperboliques). Soit Γ un sous-groupe de Diff1+(X)
engendre´ par une partie finie G. Alors pour tout δ > 0 il existe des conjugue´s de Γ par des
home´omorphismes ψ tels que:
– pour tout f ∈ Γ, l’application ψ ◦ f ◦ ψ−1 est un diffe´omorphisme de classe C1,
– si f ∈ G admet un point pe´riodique x et N est sa pe´riode, alors le multiplicateur du conjugue´ de
f au point x satisfait e−δ ≤ D(ψ ◦ fN ◦ ψ−1)(x) ≤ eδ.
9Preuve. Soit δ > 0 donne´, et soit {x1, . . . , xN} l’une des orbites pe´riodiques de f ∈ G. Fixons
α > 0, et prenons ψα ∈ Home´o+(S
1) qui soit un diffe´omorphisme en dehors de {x1, . . . , xN} et pre`s
de chaque xj co¨ıncide avec y 7→ xj + (y−xj)
1
α . Nous affirmons alors que pour tout g ∈ Γ, chaque
gα := ψα ◦ g ◦ψ
−1
α est un diffe´omorphisme de classe C
1 ; de plus, si α est suffisamment grand, alors
pour tout indice j, ∣∣ logD(ψα ◦ fN ◦ ψ−1α )(xj)∣∣ ≤ δ.
En effet, on constate d’abord que pour y proche de xj ,
ψα ◦ g ◦ ψ
−1
α (y) =
[
g
(
xj + (y − xj)
α
)
− g(xj)
]1/α
+ g(xj).
Donc,
D(ψα◦g◦ψ
−1
α )(y) = α(y − xj)
α−1Dg
(
xj + (y − xj)
α
) 1
α
[
g(xj + (y − xj)
α)− g(xj)
] 1
α
−1
= (y − xj)
α−1Dg
(
xj + (y − xj)
α
)[g(xj + (y − xj)α)− g(xj)
(y − xj)α
] 1
α
−1[
(y − xj)
α
] 1
α
−1
= Dg
(
xj + (y − xj)
α
) [g(xj + (y − xj)α)− g(xj)
(y − xj)α
] 1
α
−1
.
Lorsque y tend vers xj , cette expression converge vers
Dg(xj)
[
Dg(xj)
] 1
α
−1
=
[
Dg(xj)
] 1
α ,
ce qui de´montre de manie`re simultane´e les deux proprie´te´s annonce´es.
Nous pouvouns re´pe´ter cet argument avec chaque orbite pe´riodique d’un ge´ne´rateur de Γ dont
le multiplicateur soit ≤ e−δ ou ≥ eδ. Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de telles orbites, ceci permet
de conclure la preuve du lemme. 
La preuve du The´ore`me B est enfin termine´e.
Remarque. Ci-dessus, on aurait pu conjuguer directement par un home´omorphisme qui est un
diffe´omorphisme loin des points de l’orbite concerne´e et dont le germe autour de ces points co¨ıncide
avec celui de x→ exp(−1/x) a` l’origine. En effet, ceci rend tangent a` l’identite´ tout diffe´omorphisme
de classe C1 qui pre´serve l’orbite (voir [23]).
IV. Sur la connexite´ par arcs. Dans la preuve du The´ore`me B, l’action par des translations
est aboutie par un chemin continu de re´pre´sentations lorsqu’il n’y a pas d’orbite finie. Ceci est
encore valable lorsqu’il y a des orbites finies mais les points pe´riodiques des ge´ne´rateurs sont tous
paraboliques. En effet, la preuve du lemme du §II. s’applique encore dans ce contexte.
Dans le cas qui nous reste, c’est-a`-dire lorsque quelques ge´ne´rareurs posse`dent des orbites
pe´riodiques hyperboliques, nous voudrions encore aboutir a` une re´pre´sentation par des transla-
tions par un chemin forme´ par des conjugue´s topologiques de l’action originelle. Pour ce faire,
on aimerait appliquer une me´thode semblable a` celle de la fin du §III. en prenant une famille de
diffe´omorphimes ψα qui varie continuˆment pour la topologie C
1 par rapport a` α en dehors de telles
orbites (ou du moins, en dehors des orbites avec un multiplicateur trop grand). En effet, les calculs
de la preuve du lemme d’applatissemment des points hyperboliques montrent que pour tout f ∈ Γ,
l’application α → fα est continue pour la topologie C
1. Cependant, ce proce´de´ pourrait a` priori
faire exploser les de´rive´es. Nous devrons donc eˆtre un peu plus soigneux, et pour cela il nous
sera plus confortable de raisoner au niveau des e´quations cohomologiques, tout en cherchant des
solutions rapproche´es non ne´cessairement borne´es au vosinage des extre´mite´s.
10
Fin de la preuve du The´ore`me C. Soit Γ un groupe nilpotent engendre´ par une partie finie G et
admettant des orbites finies. E´tant donne´ ε > 0, fixons le δ > 0 donne´ par le lemme d’existence de
solutions e´rrone´es. Bien e´videmment, la re´union des orbites des points pe´riodiques hyperboliques
des ge´ne´rateurs a` multiplicateur soit ≤ e−δ soit ≥ eδ est un ensemble fini, disons {x1, . . . , xk}.
Soit ψ un home´omorphisme de X qui est un diffe´omorphisme C1 restreint au comple´mentaire de
{x1, . . . , xk} et fixe chaque point xi de telle sorte que son germe autour d’un tel point co¨ıncide
avec celui de x → xα a` l’origine. Pour α > 0 assez large, les multiplicateurs sur les points xi
des conjugue´s par ψ des ge´ne´rateurs sont tous compris entre e−δ et eδ. Fixons un tel α et notons
v := log(Dψ). Puisque l’action conjugue´e par ψ est une action par diffe´omorphismes de classe
C1 qui satisfait les hypothe`ses du lemme d’existence de solutions e´rronne´es, il existe une solution
ε-rapproche´e continue w de l’e´quation cohomologique associe´e a` cette action, que l’on peut prendre
comme e´tant le logarithme de la de´rive´e d’un diffe´omorphisme ϕ de classe C1 de X. La fonction
u := w ◦ ψ + v est alors une solution ε-raproche´e de l’e´quation cohomologique associe´e a` l’action
originelle. Meˆme si elle n’est pas continue (elle est non borne´e au voisinage des points xi), elle
co¨ıncide surX \{x1, . . . , xk} avec le logarithme de la de´rive´e de φ := ϕ◦ψ, qui est home´omorphisme
de X qui transforme par conjugaison l’action originelle en une autre action par diffe´omorphismes
de classe C1 de X.
Pour chaque ε := 1/n prenons la fonction u := un induite comme ci-dessus. Ces fonctions sont
relie´es par des chemins affines t→ (1− t)un+ tun+1 =: uˆn+t. Nous affirmons que quitte a` rajouter
une constante Cn+t, on peut supposer que un+t := uˆn+t+Cn+t est le logarithme de la de´rive´e d’un
home´omorphisme φn+t de X. En effet, l’inte´grale totale de la fonction exp(uˆn+t) est finie : ceci
de´coule directement de la convexite´ de la fonction exponentielle en tenant compte que exp(un) et
exp(un+1) sont toutes les deux d’inte´grale totale finie (e´gale a` 1). On prend alors Cn+t comme
e´tant l’exponentielle de l’inverse de cette inte´grale, on fixe x0 ∈ X et on de´finit
φn+t(x) :=
∫ x
x0
expun+t.
Le logarithme de la de´rive´e du conjugue´ par φn+t de f ∈ Γ au point φ
−1(x) est e´gal a`
logDf(x)+un+t◦f(x)−un+t(x) = (1−t)
[
logDf(x)+un◦f(x)−un(x)
]
+t
[
logDf(x)+un+1◦f(x)−un+1(x)
]
.
Il s’agit donc une fonction continue, ce qui montre que l’action originelle conjugue´e par φn+t est
une action par diffe´omorphismes de classe C1. De plus, cette action varie continuˆment par rapport
au parame`tre t. Finalement, l’e´galite´ ci-dessus montre que pour tout f ∈ G le logarithme de la
de´rive´e de φn+t ◦ f ◦ φ
−1
n+t est infe´rieur ou e´gal a` 1/n partout. Il s’en suit que le chemin d’actions
conjugue´es par φn+t est continu pour la topologie C
1 et aboutit a` l’infini en une re´pre´sentation par
des translations, tel qu’on le de´sirait.
Nous venons donc de montrer que toute re´pre´sentation soit dans Diff1+([0, 1]) soit dans Diff
1
+(S
1)
est dans la meˆme composante connexe par arcs d’une re´pre´sentation par des translations. En
particulier, e´tant donne´es deux re´pre´sentations dans Diff1+([0, 1]), on peut les joindre par un chemin
qui passe par la re´pre´sentation triviale. Ceci montre la connexite´ par arcs pour le cas des actions
sur l’intervalle. Pour le cas du cercle, on re´pe`te l’argument de la fin du §II. 
V. Quelques commentaires finales. Nous voudrions conclure par une proposition et un corol-
laire qui aident a` mieux comprendre le cas des orbites finies. Meˆme si l’on peut donner des
preuves purement combinatoires de ces deux re´sultats, mais nous pre´fe´rons de faire appel a` [21]
afin d’illustrer le type d’information contenue dans le re´sultat cohomologique la`-dedans.
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Proposition (a` propos des points pe´riodiques hyperboliques). Si Γ est un groupe nilpo-
tent de type fini de diffe´omorphismes de classe C1 de X, alors les deux conditions suivantes sont
e´quivalentes :
– les points pe´riodiques des e´le´ments de Γ sont tous paraboliques,
– les points pe´riodiques des e´le´ments de Γ appartenant au support d’une mesure de probabilite´
invariante par Γ sont tous paraboliques.
Preuve. Si la deuxie`me condition est valable, alors d’apre`s [21, The´ore`me 1] nous sommes encore
dans le cas ou` il existe des solutions rapproche´es a` notre e´quation cohomologique. Or, l’existence
de telles solutions entraˆıne que les points pe´riodiques des e´le´ments sont tous paraboliques. En effet,
une ine´galite´ (partout) du type ∣∣u− u ◦ f − log(Df)∣∣ < ε
entraˆıne ∣∣u− u ◦ fN − log(DfN )∣∣ < Nε.
En particulier, si fN(x0) = x0, alors
∣∣ logDfN (x0)∣∣ < Nε. Donc, si de telles fonctions u existent
pour tout ε > 0, alors nous avons ne´cessairement DfN(x0) = 1. 
Corollaire. Soit Γ un groupe nilpotent de type fini de diffe´omorphismes de classe C1 de X. Si
f ∈ Γ admet un point pe´riodique hyperbolique x0, alors l’orbite de x0 par Γ est finie.
Preuve. D’apre`s le lemme du §II. et sa de´monstration, Γ admet des orbites finies ; de plus, le
sous-ensemble Γˆ des e´le´ments de Γ ayant des points fixes est un sous-groupe distingue´ et d’indice
fini (c’est le noyau de la fonction nombre de translation, qui est dans ce cas un homomorphisme ;
voir [19, Lemma 4.1.2]). Si N est la pe´riode de x0 pour f , alors f
N appartient a` Γˆ. Supposons que
x0 ne soit pas fixe´ par Γˆ, et soient a, b les points fixes de Γˆ a` gauche et a` droite de x0 respectivement.
Alors la proposition pre´ce´dente donne une contradiction lorsqu’on l’applique a` l’action de Γˆ sur [a, b]
apre`s conjugaison par un home´omorphisme qui applatit comple´tement les de´rive´es aux extre´mite´s
(voir la remarque du §III.). Par suite, Γˆ fixe x0, et puisque Γ/Γˆ est fini cyclique, l’orbite de x0 par
Γ doit eˆtre finie. 
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